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Ein Jahrhundert Aeronautik — Theorie und Produkte

Widerstand iiberwinden, Gewicht tragen - Schubkraft erzeugen
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Woher kommt die gewaltige Tragkraft (Auftriebskraft) von iiber 5.000.000 N?
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Empfehlung fiir ein modernes Lehrbuch:

Principles of Ideal-Fluid Aerodynamics
Krishnamurty Karamcheti
Robert E. Krieger Publishing Company, Huntington N.Y., 1980

Lésung von Umstrémungsproblemen - Uberblick

Information: Second edition with corrections (Original Edition 1966)

Anmerkung: Das Buch von Karamcheti gilt international als ,,das*
Standardwerk zu den Grundlagen der klassischen Aerodynamik.

- Potentialtheorie

- Partielle Differentialgleichungen
- Funktionentheorie (2D)

- Theoretische Mechanik

Werkzeuge II:

Losungsverfahren sind in der Friih-
zeit algebraische Operationen und
Reihenentwicklungen.

Numerische Methoden mit den ersten
Berechnungen zur Stabilitatsanalyse
von Flugzeugen (um 1930).

Theoretische Grundlagen

ein ruhendes Fluid. Die aerodynamisch glinstigen
Korper, die Tragflachen, sind seit Lilienthal bekannt
und erforscht, die Existenz einer tragenden Querkraft
offenkundig.

Fragestellung:

Wie kann man mathematisch beschreiben, dass
dieser Korper eine Querkraft erfahrt, obwohl die
Gesamtkraft F nach der Theorie*) verschwinden
muss?

*) Was genau mit ,,Theorie“ gemeint ist, wird nachfolgend geklart.

der historischen Arbeiten

Mathematische Werkzeuge und Fragestellung
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Reaktionskrafte der Stromung: Auftrieb und Widerstand

Kraftdichte f aus Druck p aus
Komponente Schubspannung o

chwerkra . o i.n Effekt klein (ba.hnbezogener)
: ‘o Bahnrichtung Widerstand F,
f=ct-pn
quer zur (bahnbezogener) Effekt klein
Bahnrichtung Auftrieb F,

Kinematische Betrachtung Physikalische Betrachtung

Die Reaktionskraft F des Fluids wird Die ¢rtliche Reaktionskraft des Fluids lasst
in eine Komponente in Richtung der sich aufteilen in eine Komponente senkrecht
Trajektorie (Widerstand) und eine zur Oberflache, den Druck p, und eine
senkrecht dazu (Auftrieb) zerlegt. parallel dazu, die Schubspannung o

Reaktionskraft der Stromung — Kinematische Betrachtung
Auftrieb und Widerstand

W. Send, Auftrieb und Wirbeldichte beim Fliegen - 5 (24)
Vortrag am 6. Juli 2006 - Didaktisches Kolloquium Universitat Hannover



Reaktionskrafte der Stromung: Auftrieb und Widerstand

Mitbewegtes Bezugssystem

Koordinatensystem mit Ausrichtung auf die
gleichférmige Bewegung langs der Trajektorie.

Physikalische Betrachtung

Die Reaktionskraft des Fluids lasst sich
aufteilen in einen Anteil aus dem Druck p
und einen Anteil aus der Schubspannung o.

ﬁﬂuid:ff[(_p)'ﬁs_'_g't_é} 'dszﬁp+ﬁa
S

(Geschlossenes Integral tiber die Oberflache)

Reaktionskraft der Stromung — Physikalische Betrachtung
Druckkraft und Reibungskraft
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»Reibungsfreie“ Lésungen: Ideale Fliissigkeit

.. € BlIrteetlns do

Die ,,ideale* Fliissigkeit 00 * - — f — gra d D
Wahl des Bezugssystems Geschwindigkeit v und Druck p hangen ab
Fluidfest: Ist das Bezugssystem mit dem vom Ort (x,y,z) und der Zeit t. Die Dichte
ruhenden Fluid fest verbunden, dann ist 0o ist konstant. Die externe Kraft f ist
auch eine gleichférmige Translation eine zumeist die Schwerkraft (f=-p, g).
instationare Bewegung. Auch ohne externe Kraft erfahren die
Mitbewegt: Im mitbewegten Bezugs- Partikel in einem Fluid stets eine
system ergibt eine gleichférmige Trans- Beschleunigung in Richtung des groBten
lation eine Lésung, die von der Zeit negativen Druckgradienten (Richtung des
unabhangig ist (stationare [.osung). groBten Unterdrucks).

Beschreibung der Druckkraft in einem idealen Fluid
Fluid (Fliissigkeit) ohne Reibung
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Reibungsfreie“ Losungen: Ideale Flussigkeit
Circular cylinder, R = 1.0 - 2D incompressible, inviscid flow i g g g
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Integralkurven von v
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Zusatzlich dargestellt ist das Druckfeld.

Randbedingung

Das Geschwindigkeitsfeld der Relativbewegung des Fluids muss auf der gesamten Oberflache
tangential zur Oberflache verlaufen, die Normalkomponente folglich verschwinden:

— — — — Gesucht wird diese
v’rel(x57 t) -+ vkin(ajS? t) Bewegung des Fluids!

?Trel(fg, t) - ﬁ(fg, t) =0 Vzge S

Formulierung des Umstromungsproblems
Stationare Losung im mitbewegten Koordinatensystem
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,Reibungsfreie“ Losungen: Ideale Fliissigkeit

Eulersche Gleichung 00 - Z—f f_’_ grad P

Losungsverfahren fiir v:
= Kkonstant

1. Ansatz v = - grad ¢ Gleichung fiir den Druckbeiwert

Losungsansatz fiir eine grol3e Klasse von
Losungen 2D und 3D; die so genannten
,Singularitatenverfahren®.

Vergleich von zwei Orten in der Stromung mit
gleichem h, bei denen an einem Ort (Index ,,0%)
Druck und Geschwindigkeit bekannt sind:

2. Funktionentheoretische Verfahren

Anwendbar nur fir 2D Strémungen; c ( f) . p(@)—po _ 1 — U2<f)
Methode der konformen Abbildungen P T ; po-v% B U(Z)

Aber: Anwendung der Bernoullischen Gleichung verlangt Kenntnis der Geschwindigkeit des Fluids!

Ansatze zur Losung des Umstromungsproblems
Beschaffung des Drucks im stationaren Fall
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Vorbemerkungen ,Reibungsfreie“ Losungen: Ideale Fliissigkeit

® Die Klasse der stationaren 2D Lésungen fir die Umstromung
von Korpern in einem idealen Fluid schrankt die reale Physik
extrem ein. Die Losungsverfahren sind sehr unanschaulich.

® Die Losungen enthalten ein willkirliche Konstante, die
Zirkulation 7, deren GroBe nicht allein auf mathematischem
Wege sinnvoll bestimmt werden kann (Kuttasche
Abflussbedingung).

® Die Reaktionskraft des Fluids auf einen geschlossen Kérper ist im allgemeinen gleich Null, obwohl
das Fluid lokal verdrangt und um den Koérper gelenkt wird (tangentiale Umstrémung!).

® Erst die Einfiihrung einer HilfsgroBe, der so genannten Zirkulation, liefert Lésungen mit einer von
Null verschiedenen Reaktionskraft.

® Diese Reaktionskraft steht stets senkrecht auf der Richtung der Bewegung des Korpers gegentiber
dem ruhenden Fluid. Folglich wird nur eine Auftriebskraft erzeugt, die keine Leistung umsetzt.

® Da es sich um eine leistungslose Umstromung handelt, behalt die Anstrémung ihre Richtung hinter
dem Korper bei und wird nicht umgelenkt *).

*) Der mathematische Beweis steht in der zitierten Arbeit von Kutta (1910). Er kann auch nachgelesen werden in folgendem Lehrbuch:
H. Schlichting, E. Truckenbrodt, Aerodynamik des Flugzeugs, Springer Verlag Berlin/Goéttingen/Heidelberg 1959, Kap. 6.22

Klasse der stationaren 2D Losungen fiir die ideale Fliissigkeit
Eigenschaften der Druckkraft - Zirkulation
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Anmerkung »,Reibungsfreie“ Losungen: Ideale Fliussigkeit

Die Klasse der stationaren 2D Losungen fiir die Umstrémung
von Korpern in einem idealen Fluid gilt fiir beliebig viele Korper
in einem Fluid. Deshalb lasst sich auch der Fliigelschnitt eines
Rotors berechnen.

Die Bahn des Blattelements verlauft auf einer Zylinderflache konzentrisch zur Drehachse und wieder-
holt sich dort (wegen der stationaren Bewegung) unendlich oft. Die Abwicklung in die Ebene liefert
eine unendliche Folge von gestaffelten Profilen, die je nach Staffelungswinkel den Radialschnitt einer
Turbine oder eines Kompressors abbilden.

® Auch fir jede endliche Anzahl von gestaffelten Tragflachen (,,N“-Decker) behalt die Anstrémung
ihre Richtung hinter dem Koérper bei und wird nicht umgelenkt *). Anschaulich behélt ein Partikel in
einer horizontalen Anstrémung seine ,,Héhe* weit vor und weit hinter der umstréomten Tragflache.

® Erst die Abwicklung des Radialschnitts eines Rotorblatts als ebenes Gitter liefert einen Winkel
zwischen der Zustréomung vor dem Gitter und der Abstromung hinter dem Gitter.

® Im Gegensatz zur einzelnen Tragflache bzw. endlich vielen Tragflachen in ebener Anstromung ist
der Rotor eine Arbeitsmaschine. Einem solchen Gitter wird Arbeit entnommen oder zugefiihrt.

*) Auch dieser mathematische Beweis kann nachgelesen werden in dem bereits zitierten Lehrbuch von H. Schlichting, E. Truckenbrodt,
Aerodynamik des Flugzeugs, dort in Kap. 6.122.

Klasse der stationaren 2D Losungen fiir die ideale Fliissigkeit
Eigenschaften gestaffelter Tragflachen
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In gebotener Kiirze:

Der Fundamentalsatz der Vektoranalysis legt — zusammen mit
der Eulerschen Gleichung - das Gegenteil von dem nahe,
was man in der Friihzeit der Aerodynamik als probaten

Die infinitesimal diinne Grenzschicht

Ansatz fiir die Losung von Umstrémungsproblemen
angesehen hat: v = -grad ¢ .

® dem Gradient eines skalaren Potentials ¢,
® der Rotation eines divergenzfreien Vektorpotentials A und

® ciner Konstanten v,

—

(T, t) = — grad (&, t) +rot A(x,t) + vy

0 =div U f:TOtﬁ

Quelldichte 6 Wirbeldichte j

Die ,,infinitesimal “ diinne Grenzschicht nach L. Prandtl (I)
v = -grad ¢ - Ein kapitales Missverstandnis in der Friihzeit der Aerodyamik
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Die infinitesimal diinne Grenzschicht

mit dem skalaren Potential die Eigenschaft der Kompressibilitat und
mit dem Vektorpotential die Eigenschaft der Viskositét beschreibt.

Noch deutlicher ausgedrtickt: Fiir den gesamten Bereich der inkompressiblen Stromung kommt man
ohne das skalare Potential aus. Das Verstandnis der Physik wird damit bedeutend einfacher.

u(Z,t) =|— grad ()

_|_

—

rot A(x,t)H+ 0y

Term beschreibt Kompressibilitat

Term beschreibt Viskositat

Die ,infinitesimal“ diinne Grenzschicht nach L. Prandtl (II)
Inkompressible Stromung vollstandig beschrieben durch Wirbeldichte!
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Eine wichtige Einsicht:
Wieso kommt man mit einem ,,véllig anderen Ansatz des
Vektorpotentials zu praktisch den gleichen Strémungsbildern?

Die infinitesimal diinne Grenzschicht

Fir das skalare Potential ¢ hat man nicht irgendein beliebiges
Potential nehmen kénnen. Man stellte fest, dass nur Dipol-
potentiale geeignete Losungsansatze bieten. Aber warum?

Das Geschwindigkeitsfeld im Aufdenraum einer Schicht flachenhafter Wirbeldichte jr wird dargestellt
durch die Rotation des zugehorigen Vektorpotentials, in dem ji als Funktion auftritt.

Das gleiche Geschwindigkeitsfeld kann aber auch durch ein ganz spezielles skalares Potential
dargestellt werden, namlich durch das Dipolpotential derjenigen Dipolschicht o, die iber die

Beziehun — :
° grad o X Ng=jp
mit der flachenhaften Wirbeldichte jr zusammenhéngt. ng ist der 6rtliche Normalenvektor der Flache.

O(L,t) = ffaa:t s (@) TT) | g

|[T—=

Die ,infinitesimal“ diinne Grenzschicht nach L. Prandtl (IIl)
Nur die infinitesimal diinne Grenzschicht gestattet die Druckberechnung
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So klart sich die Frage auf:

Wieso kommt man mit dem ,,v6llig anderen® Ansatz des
Vektorpotentials zu praktisch den gleichen Strémungsbildern?
Nur das skalare Dipolpotential ist geeignet fiir den

Die infinitesimal diinne Grenzschicht

Losungsansatz durch den tieferen Zusammenhang mit dem
Abfluss der flachenhaften Wirbeldichte.

Die Beschaffung des Drucks
erfordert den Umweg tiber das

skalare Potential.

Wird die Zahigkeit des Fluids tiber die infinitesimal diinne Grenzschicht berticksichtigt, dann kann man
ein erstes Integral der Eulerschen Gleichung bilden und damit den Druck berechnen.

—

grad o X

O(Z,t) = — grad ®(&,t) = rot A(T,t)

Die ,infinitesimal“ diinne Grenzschicht nach L. Prandtl (IV)
Die Dipolbelegung cliefert das gleiche Geschwindigkeitsfeld wie die flachenhafte Wirbeldichte j-
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Die infinitesimal diinne Grenzschicht

AuBenstromung
Partikel werden verdrangt.

Grenzschicht
Partikel werden mitgerissen.

(h s) f
y Jiis)
|:| % -

Infinitesimal dunne Grenzschicht

|

Auftrieb u, 0'0(3) =17- {&uéz S)} .

E— Schubspannung auf der Oberflache
Zahigkeit 77 der Stromung

Widerstand

Die ,,infinitesimal“ diinne Grenzschicht nach L. Prandtl (V)
Mathematische Konzept der flachenhaften Wirbeldichte
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In einer plausiblen Erklarung miissen sich die wesentlichen
Ergebnisse der 2D Rechnung wiederfinden.

0.5

- —— | Uberdruck
agbi o] Staulinie teiIt
Stromung »  Stromrichtung x [m] —»
0.4
T ‘; - ——
———— e —
: — ———
== —o—— =0

z[m] —+ to t1 .

0.4 - E— |

05 0

1.5

Plausible Erklarung des Auftriebs

® Auftrieb wird vorzugsweise durch
Unterdruck auf der Oberseite
verursacht.

®Im 2D Fall ,,ohne Reibung“ steht
die resultierende Kraft der
Stromung senkrecht auf der
Anstromung.

® Partikelbahnen werden ,,im
GrofBen“ nicht abgelenkt, sondern

bleiben auf einer ,,Hohe“.

Genaue Berechnung des Auftriebs
2D ideales Fluid mit flachenhafter Wirbeldichte - Profil NACA2312
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Querschnitt durch Stromungskanal.
U Koordinate x in Stromrichtung, y in Spann-
X weite und z senkrecht zu x und .

Anstellwinkel o Differenz h

Profiltiefe ¢
' Staulinie und Staupunkt

Kanalgeometrie, Hohe H = 2/

Plausible Erklarung des Auftriebs

Theoretische Berechnung

2D Tragflache mit Auftrieb
Querschnitt NACA2312, Anstellwinkel 3°

Einfache Annahme fiir h:
2h = /sin o
Stirnhohe des Profils beim
Anstellwinkel o

Die Betrachtung des Kanalquer-
schnitts mit fester Geometrie ist eine
zulassige Vereinfachung, da Messungen
in einem realen Windkanal in gleicher
Weise stattfinden.

Plausible Erklarung des Auftriebs (I)
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Der wesentliche Kern der Vereinfachung beruht auf
der Absenkung der teilenden Stromlinie, die in der Plausible Erklirung des Auftriebs
Theorie wie im Experiment beobachtet wird. Wirbel und Wirbeldichte im Experiment

Plausible Erklarung des Widerstands
Empfehlungen fiir den Schulunterricht

Einfache Annahme fiir h; 2h = ¢ sin «
Stirnhohe des Profils beim Anstellwinkel o

Die Mengen Q; und @, in m?/s, die ein-

—

_______ TP S N K strémen, bleiben konstant. Bei Anderung
| o . I h der Querschnitte andern sich deshalb die
/___ 11 .. _h ________ Geschwindigkeiten von Position 0 nach 1.

Profiltiefe ¢
Qp||[ —> Stomung —p |1 Q5 = B-(£+h)-up = B-({=h)-ys
' Op =B-({—h)-uy=B-({+h)-up
Kanalgeometrie, Breite B, Hohe H = 2/

Bernoullische Gleichung fiir Druckbeiwert c,(x) auf

F == C . .Bf’ :l . . u2
Oberseite (Saugseite) und Unterseite (Druckseite). A=C4490 q0=7"P U

Beiwert in grober Naherung konstant angenommen. . _l IZ S ) e
Auftriebsbeiwert folgt aus Integration von 0 bis 7. A= gl \"PD RS
u 2 u 2 Fir kleine Winkel ergibt sich: €4 = 4 -sino
cpo(x)=1- 5 cpp(x)=1- o
P,S > “P,D - .
o o Analytische “exakte” Lésung: €4 = 21 -sino

Plausible Erklarung des Auftriebs (II)
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Plausible Erklarung des Auftriebs

vom Wirbel eingefangen.

GrofBBer Anstellwinkel, Randwirbel

Plausible Erklarung des Auftriebs (III)

Eigene Experimente zur Uberpriifung der Annahmen
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y[m], Spannweite W Zirkulation [ = J/;O'X

I S

- \
" j'(x.y) 3_%}
| )

' X [m], Stromrichtung —
Tragflache S

Fenster, Blickrichtung

Nachlauf N ©0
Auftrieb und Wirbeldichte

Flachenhafte Wirbeldichte als
Losung fiir die ebene angestellte
Platte: ,, Hufeisenwirbel “

Integralgleichung fiir tangentiale
Umstromung.

Die Linien sind die Integral-
kurven des Vektorfeldes der
flachenhaften Wirbeldichte.

Man beachte, dass die Wirbel im
Unendlichen geschlossen sind
(der ,,Anfahrwirbel ).

Die graue Flache zeigt die
Blickrichtung gegen die
Hinterkante im nachfolgenden
Experiment.

Mit ,,Particle Image Velocimetry*
(PIV) ist der abflieBende Wirbel

sichtbar gemacht worden.

4

3D kein Auftrieb ohne Wirbel - Sonderfall des 2D Schnitts
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yiml, Spannwete  mm Zirkulation [ = J/’;dx

N p p g de
=
= (11Q
- ! [ 3
Eif(x.y) 3
. 4
0.00 0.16 0.32 048
x [m], Stromrichtung —= Fenster, Blickrichtung . »
Tragflache S Nachlauf N 00 0€ -

NN 1.6
il
- /V/V 0.8
V(Xn,V,Z) -
(X0,Y,2) y 1.,

Dazu ein einfaches Schulexperiment:
www.aniprop.de/aniprop_kwk1_3dwirbel.html

B 250
1/s
Z — I— 150
Modellbildung T
- 50

—-150

oy sy,

Geschwindigkeitsfeld und Wirbeldichtefeld

j = rot v: Indikator fiir Gebiete mit dissipativen Prozessen
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“Alles Fliegen beruht auf Erzeugung von Luftwiderstand,
alle Flugarbeit besteht in Uberwindung von Luftwiderstand. *

Otto Lilienthal, Der Vogelflug als Grundlage der Fliegekunst. Berlin 1889 Plausible Erklarung des Widerstands

Empfehlungen fiir den Schulunterricht

die Luft in Bewegung geraten.

Die hinter dem Korper befindliche Luft wird teilweise die Bewegungen des Korpers mitmachen,
und aulBerdem werden gewisse regelmaBige Wirbelbewegungen in der Luft entstehen, welche sich
noch eine Zeit lang auf dem von dem Korper in der Luft beschriebenen Wege vorfinden werden
und erst allmahlich durch die gegenseitige Reibung aneinander zur Ruhe kommen.

Der vorher in Ruhe befindlichen Luft miissen alle diese Bewegungen, die fiir das
Hindurchlassen des Korpers durch die Luft nétig sind, erst erteilt werden; und deshalb

setzt die Luft dem in ihr bewegten Korper einen gewissen mefBbaren Widerstand
entgegen, zu dessen Uberwindung eine gleich groBe Kraft gehort.

Plausible Erklarung des Widerstands
Otto Lilienthal, Luftfahrtpionier und ,,GroBmeister* der Fliegekunst

W. Send, Auftrieb und Wirbeldichte beim Fliegen - 23 (24)
Vortrag am 6. Juli 2006 - Didaktisches Kolloquium Universitat Hannover



Zusammenfassend seien einige Empfehlungen fiir den
Schulunterricht gegeben, die fiir den Unterricht einen neuen
Einstieg bedeuten:

Empfehlungen fiir den Schulunterricht

® Bei jeder Unterrichtung der Physik des Fliegens sollte die Erscheinung der Randwirbel zu den
ersten Experimenten zahlen, die die Beobachtung des Auftriebs begleiten.

® Der Auftrieb ist in seinem physikalischen Kern eine dreidimensionale Erscheinung. Erst
miissen die raumlichen Beobachtungen zur Entstehung der Druckdifferenzen und ihres
Ausgleichs stattfinden.

® Dazu zahlt in der Sekundarstufe I auch der Bau eigener kleiner Flugmodelle, fir die es im
Handel ausgezeichnete Vorlagen gibt.

® Dann kann man in einem zweiten oder dritten Schritt die Erscheinung des Auftriebs im
Fliigelschnitt isolieren und gegebenenfalls auf eine theoretische Beschreibung zugehen.

® Die derzeitigen didaktischen Konzepte gehen genau den entgegengesetzten Weg. Nur der
zweidimensionale Schnitt steht im Vordergrund. Man verstrickt sich in unzulédnglichen und oft
falschen Erklarungen, bevor die wesentlichen Phanomene iiberhaupt gezeigt worden sind.

® Wenn man das richtige Ziel der raumlichen Tragflache vor Augen hat, lassen sich Experimente
schon mit vergleichsweise einfachen Mitteln realisieren.

Empfehlungen fiir den Schulunterricht
W. Send, ,,Auftrieb und Wirbeldichte beim Fliegen“ - DPG Jahrestagung 2002
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